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1. Модель Китаева (k → 0)

H =

∫
dx
{
ψ
†
(x)ξpψ(x) + ∆

′
[ψ
†
(x)∂xψ

†
(x) + h.c.]

}
, (1)

где ξp = (p2/2m− µ). Гамильтониан БдЖ в базисе Ψ(x) = [ψ↑(x), ψ↓(x), ψ†↓(x),−ψ†↑(x)]T:

H =

(
ξp −i∆′p
i∆′p −ξp

)
= ξpτz + ∆

′
pτy . (2)

Диагонализуя гамильтониан det (H − E) = 0, получаем

Ek = ±
√
ξ2k + ∆′2k2 . (3)

Спектр БдЖ гамильтониана p - сверхпроводника.
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1. Симметрия БдЖ гамильтониана и топологические фазы

Симметрия частица - дырка: {H,CT} = 0, где C = −iτy - зарядовое сопряжение,
T = iσyK - оператор инверсии времени, K - комплексное сопряжение.
Пусть {Φn(x)} - набор собственных функций H, тогда

HCTΦn = −CTHΦn = −CTHEnΦn = −EnCTΦn . (4)
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1. Характеристика топологических фаз

Перепишем БдЖ гамильтониан H = (ξkτz + ∆′kτy) в виде:

Hk = bkτ , (5)

где
(bk)x = 0 ; (bk)y = ∆′k ; (bk)z = ξk .

Рассмотрим отображение k ∈ R на единичный вектор b̂k = bk/|bk|. Топологический
инвариант - число оборотов b̂k в плоскости yz.
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1. Связанные состояния на доменной границе

Предположим, что µ меняется линейно вблизи доменной границы1:

µ(x) = αx. (6)

Вблизи µ = 0 можно пренебречь слагаемым p2/2m. В результате получим гамиль-
тониан Дирака с неоднородной массой:

H = −αxτz + ∆′pτz . (7)

Далее вычислим H2:
H2 = (αx)2 + (∆′p)2 −∆′ατx . (8)

Спектр собственных состояний H2:(
E±n
)2

= 2∆′α

(
n+

1

2

)
∓∆′α . (9)

Решение уравнения БдЖ, соответствующее E+
0 = 0:

〈x|n = 0,+〉 = u0(x)

(
1
1

)
, u0(x) ∝ exp(−αx2/2|∆′|) . (10)

1Задача: вычислить спектр подщелевых состояний в модели µ(x) = α sign(x)
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2. Минимальная модель для полупроводникового провода с
индуцированной сверхпроводимостью

Гамильтониан предлагаемой системы (наведенная сверхпроводимость s типа)2:

H =

(
p2

2m
+ upσx − µ

)
τz −Bσz + ∆τx . (11)

Предел Китаева B � mu2: Ep = (p2/2m)±B.

Предел топологического изолятора B � mu2: Ep = (p±mu)2/2m−mu2/2.

21. Y. Oreg, G. Refael, and F. von Oppen, Phys. Rev. Lett. 105, 177002 (2010). 2. R. M. Lutchyn,
J. D. Sau, and S. Das Sarma, Phys. Rev. Lett. 105, 077001 (2010).
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2. Предел Китаева B � mu2, теория возмущений

Будем отсчитывать химический потенциал от дна ↑ подзоны:

H =

(
p2

2m
− (B + µ)

)
τz + ...→

(
p2

2m
− µ

)
τz + ... . (12)

В отсутствие спин-орбитального взаимодействия:

|e〉 = [1, 0, 0, 0]T , |h〉 = [0, 0, 0, 1]T . (13)

Легко показать, что 〈e|∆τx |e〉 = 〈h|∆τx |e〉 = 〈e|∆τx |h〉 = 〈h|∆τx |h〉 = 0. В первом
порядке по спин-орбитальному взаимодействию:

|e〉 = [1,−up/2B, 0, 0]T , |h〉 = [0, 0,−up/2B, 1]T . (14)

Ненулевые матричные элементы ∆τx:

〈h|∆τx |e〉 = 〈e|∆τx |h〉 = −up
B

∆ . (15)

В результате3:

H ≈
(
p2

2m
− µ

)
τz −

up

B
∆τx . (16)

3Рассматривали: H =
(
p2/2m− µ

)
τz + ∆′pτy .
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3. Полупроводниковые провода с индуцированной сверхпроводимостью

Эффект Зеемана [Γσ̂z] + спин-орбитальное взаимодействие [αR(n × p)σ̂] + сверх-
проводимость s типа = бесспиновая p - волновая сверхпроводимость.
Преимущества предложения:

1. Хорошо изученные материалы: InAs, InSb с сильным спин-орбитальным взаи-
модействием и большим g фактором [gInAs ∼ 10 − 25∗ и gInSb ∼ 20 − 70∗∗], s -
волновые сверхпроводники Al или Nb

2. Контакты с такими материалами позволяют добиться достаточно большого зна-
чения наведенной щели ∆∗∗∗

* V. Aleshkin, V. Gavrilenko, A. Ikonnikov,
S. Krishtopenko, V. Sadofyev, and K. Spirin,
Semiconductors 42, 828 (2008).
** H. A. Nilsson, P. Caroff, C. Thelander,
M. Larsson, J. B. Wagner, L.-E. Wernersson,
L. Samuelson, and H. Q. Xu, Nano Lett. 9, 3151
(2009).
*** Y.J. Doh, J. van Dam, A. Roest, E. Bakkers,
L. Kouwenhoven, and S. D. Franceschi, Science 309,
272 (2005).
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3. Signatures of Majorana fermions in hybrid superconductor-semiconductor
nanowire devices4

4V. Mourik, K. Zuo, S. M. Frolov, S. R. Plissard, E. P. A. M. Bakkers, L. P. Kouwenhoven, Science
336, 1003-1007 (2012)
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3. Hard gap in epitaxial semiconductor - superconductor nanowires5

5W. Chang, S. M. Albrecht, T. S. Jespersen, F. Kuemmeth, P. Krogstrup, J. Nygard, and
C. M. Marcus, Nature Nanotechnology 10, 232-236 (2015).
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3. Exponential protection of zero modes in Majorana islands6

6S. M. Albrecht, A. P. Higginbotham, M. Madsen, F. Kuemmeth, T. S. Jespersen, J. Nygard,
P. Krogstrup, and C. M. Marcus, Nature 531, 206-209 (2016).
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4. Микроскопическая теория эффекта близости

Совместно с И. М. Хаймовичем и А. С. Мельниковым.
Гамильтониан системы7:

H = Hs +Hw +Ht . (17)

Hs = dsRw

∫
dy dϕ

{∑
σ

Ψ†σ(R)ξs(R)Ψσ(R) +
[
∆(R)Ψ†↑(R)Ψ†↓(R) + h.c

]}
, (18)

Hw = Sw

∫
dy
∑
σσ′

a†σ(y)

[
ξw(y) + Ec − iασx∂y + Vyσ

y

]
σσ′

aσ′(y) , (19)

Ht =
√
dsRwSw

∫
dydϕ

∑
σ

[
Ψ†σ(ϕ, y)T (ϕ, y)aσ(y) + h.c.

]
. (20)

Модель некогерентного туннелирования:

T (ϕ, Y )T (ϕ′, Y ′) = t2`cδ(Y − Y ′)δ(ϕ− ϕ′) , (21)

7W. L. McMillan, Phys. Rev. 175, 537-542 (1968).
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4. Уравнения Горькова[
−iωτ̌z + ξw + αpyσ̂x + Vyσ̂y τ̌z − Σ̌(d)

w

]
Ǧw + ∆̌wǦw τ̌z = 1̌ , (22)[

−iωτ̌z + ξs − Σ̌(d)
s

]
Ǧs + ∆̌sǦsτ̌z = 1̌ ,

где Σ̌
(d)
w = Γsdiag

(
ĝs, ĝs

)
, Σ̌

(d)
s = Γwdiag

(
ĝw, ĝw

)
и

∆̌w = τ̌z

(
0 Γsf̂s

Γsf̂
†
s 0

)
, (23)

∆̌s = τ̌z

(
0 ∆̂ + Γwf̂w

∆̂† + Γwf̂
†
w 0

)
.

Здесь ω = 2πT (n+ 1/2), ξw = p2y/2mw − µ+Ec, mw эффективная масса электрона
в полупроводнике, ξs = (p2y + k2)/2ms − µ, k импульс вдоль оболочки,

ǧs =
1

π

∫
dξs Ǧs(ξs) , ǧw =

1

π

∫
dpy Ǧw(py) , (24)

Γs = t2`cRwms/2 , Γw = t2`c/2 .

Уравнения (22) решались совместно с уравнением самосогласования на щель в сверх-
проводнике:

∆∗ =
λπT

2

∑
ω

Tr
[
f̂†s (iσ̂y)

]
. (25)
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4. Зависимость Tc(µ)

Уравнение на Tc в модели Макмиллана:

ln

(
Tc0

Tc

)
=

Γw

Γw + Γs

[
ψ

(
1

2
+

Γw + Γs

2πTc

)
− ψ

(
1

2

)]
, (26)

где Γw = t2`cνw(0)/2 и νw(0) -плотность состояний на уровне Ферми в проводе. Случай Γs = 0
аналогичен сверхпроводнику с магнитными примесями. Учет зависимости плотности состояний от
энергии в проводе дает:

λ
−1

= 2πT
∑
ω>0

(1 + Γs/ω)

ω
[
1 + Γ̃w(ω)/ω + Γs/ω

] , (27)

Γ̃w(ω) = Γw<
√

2mw/[µ− Ec + i (ω + Γs)] .

Критерий разрушения сверхпроводимости в оболочке (Γs = 0): t2`c
√
mw/2Tc0 ∼ Tc0.
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4. Зависимость Tc(µ, α, Vy)

a b

c d

(a) Color plot of the critical temperature of the shell Tc/Tc0 as a function of the chemical potential in the
wire (µ− Ec) /Tc0 and the Zeeman field Vy/Tc0 calculated for Γs = 0.6Tc0, Γw = 2Tc0, and
Eso = 3Tc0. (b) Corresponding density of states in the wire in the normal state at the Fermi level νw(0)

in the units of
√
mw/2Tc0 as a function of the chemical potential (µ− Ec) /Tc0 and the Zeeman field

Vy/Tc0. (c) Color plot of the critical temperature of the shell Tc/Tc0 as a function of (µ− Ec) /Tc0 and
Eso/Tc0 calculated for Γs = Tc0, Γw = 2Tc0, and Vy = 5Tc0. (d) Corresponding density of states in the
wire in the normal state at the Fermi level νw(0) in the units of

√
mw/2Tc0 as a function of

(µ− Ec) /Tc0 and Eso. Here Γs = t2`cRwms/2, Γw = t2`c
√
mw/2Tc0.
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Спасибо за внимание!
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